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Puissance d’un point par rapport a un cercle

Définition et théoréme

Deéfinition : Soient C un cercle, O un point et D une droite passant par O,
sécante 2 C en A et B. On appelle puissance du point O par rapport au cercle C,
le produit algébrique P=OAxOB

Théoreme 1 : Sipar un point on mene une sécante a un cercle, Le produit des
mesures algébriques des deux vecteurs ayant pour origine le point O et pour
extrémités les points communs au cercle et a la sécante est constant quand la
sécante pivote autour du point O.

Sotent [AB] et [CD] deux cordes d'un cercle &.

Siles droites (AB) et (CD) se coupent enun point O, la connaissance des points O, A, B et
C permet de construire le pomnt D dune maniére unique.
Démonstration :

On distingue deux cas de figures.

1) Le premier eas : (O est extérieur au

cercle)

Les angles DCA et DBA | interceptent le
méme arc AD done ils sont EFAUX.
Par conséquent les triangles OCA et
OBD sont semblables

OCA = OBD

et

0 en commun

On peut donc écrire :




0A oOcC
oD 0B
On en déduat :
0A x OB =0D x 0C
Cette relation s’écrit algébriquement de 1a facon suivante

04Ax 0B = 0D x0OC

Car les vecteurs - OA4 et OB sont de méme sens (arbitrairement choisit sur (AB))

- — r— - - - - -
De méme les vecteurs 0D et OC sont de méme sens (arbitrairement choisit sur (DC)).
Le deuxiéme cas - (O i I'intérieur du cercle)

Les triangles OAC et OBD sont semblables.
Car
AOC = DOB deux angles opposés par le sommet
{ DBA = DCA interceptent le méme arc
Donc :
04 oOcC

oD~ 0B
On en déduit :
0Ax OB =0Cx0D

—_ —_— £
Dans ce cas les vectewrs 04 et OB sont de sens opposés

De méme pour les vecteurs 0OC et OD.
Algébriquement on a -

A xOB= 0C x0
Conclusion : OC x OD = P est une constante avec P = 0OA x OB.
Remarque :

1. OA.OB = 0Ax OB produit scalaire des vecteurs OA et OB
2- Si10 gfAlors P=0.

Théoréme 2 :
Si deux droites (AB) et (€D) se coupenten O, etsilona:
0A xOB= 0C x0D
Alors les quatre points A, B, C et D sont sur un méme cercle. On dit qu’ils sont

cocycliques.

Deémonstration

Les deux droites sont sécantes, donc les points A, B et C ne sont pas alignés_ Il existe
done un et un seul cercle circonserit au triangle ABC, ce cercle coupe (OC) enun
point D'

D’aprés le théoréme 1. OA x OB = OC x OD’

Or par hypothése ona OA x OB = OC x 0D

On en déduit - OC x 0D = OC x 0D’

Donc 0D = 0D’ Les points D et D' sont confondus.



Théoréme de Céva:

Soit ABC' un triangle et P, (), R trois points pris respectivement sur les droites ( BC'),
(CA), (AB). Alors les droites (AB), (BQ), (CR) sont concourantes si et seulement
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Théoréme de Ménélaus :

Soit ABC un triangle et P, (), R trois points pris respectivement sur les droites (BC),
(CA), (AB). Alors les points P, (), R sont alignés si et seulement si on a
BP CQ AR _
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PROBLEME 1.

Soient Q; et Q, deux cercles qui se coupent en M et en N.

Soit A la tangente commune aux deux cercles, qui est plus proche de M
que de N. A est tangente a 2, en A et a ), en B.

La droite passant par M et parallele a A rencontre Q; en C et Q, en D.
Soient E I’intersection des droites (CA) et (BD), P le point d’intersection

des droites (AN) et (CD) et Q le point d’intersection des droites (BN) et (CD).
Montrer que EP = EQ.

PROBLEME 2.

Soient C et D deux points d’un demi-cercle de centre O.

La tangente en C (respectivement en D) au demi-cercle coupe la prolongation
du diametre de ce demi-cercle en B (respectivement en A).

On suppose de plus que les points A et B ne sont pas du méme coté de O sur
la prolongation du diametre.

Soit E I’intersection des droites (AC) et (BD) et soit F le pied de la hauteur
issue de E dans le triangle BEA.

Montrer que (EF) est la bissectrice de 1’angle. CFD

PROBLEME 3.
Soit ABC un triangle rectangle en C. Soit K le projeté orthogonal de C sur (AB).

La bissectrice de I’angle ACK coupe le coté¢ [AB] en E.
La parallele a (EC) passant par B coupe (KC)en F.

Montrer que (EF) recoupe (AC) en son milieu.



PROBLEME 1.

Solution 11 suffit d'&tre logique, qualité qui pen___g_:_z_tlde Frffr':,_'____mj_dre n_g_:_g_n_l:j_"rc dexercices
de péométrie : une chasse aux angles s'impose, et montre q'UE_éHE = CDE = MBA, la derniére
Epalité étant d™une importance capitale. De méme, BAE = MAPB. Ces égalités impliquent que A et
E sont images 1'un de 'antre par la symétrie par rapport i la droite ( AB). Les droites (ME) ot (AB)
sont orthogonales, puis les droites (M FE) et (PB) sont orthogonales.

Il faut également savoir reconnaitre les situations classiques @ ici, en notant 7" intersection des droites
(MN) et (AB), il faut savoir que TA = TB (cela se retrouve en calculant la puissance de T par
rapport anx deux cercles : TA? = TAMLTN = TB?). Le théoréme de Thalés montre alors que M est
le milien de [PB]. En somme, (ME) est la médiatrice de [PQ]. F est done bien équidistant de P et

de ).



PROBLEME 2.




PROBLEME 3.

Solution . Soit I intersection de (EF) et de (AC). Les trois points D, E et F sont
ainsi alignés, et I'on se retronve dans une configuration propice & utiliser le théoréme de Menelaus, qui
donne :

AD CF KE
CD FK AE
— CF AE : ; "
11 suffit ainsi de montrer que Tk - KE' On cherche done 4 exprimer les denx rapports d'une autre

maniére,
lﬁrji’g p'l:t;ii_rt,?3 chasse aux angles permet d'obtenir que BC = BE, et le théoréme de Thalés fournit
ﬁ = ﬁ Doy

CF _ BC

KF KB
AE

D'autre part, dans le triangle ACK, (CE) étant bissectrice de Pangle ACK, - % (propriété &

connaitre absolument !). Puisque les triangles ACK et BCK sont semblables, on obtient finalement :

AE  BC
KE BK’
CF

En définitive, — = ——
n dé ive, F - KE

ce qui entraine AD = CD.



