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Lemme

Dans un triangle ABC , M est le milieu de [BC] et N un point du méme c6té que A par
rapporta (BC) ettelque: (BNM=(ABC (1) et (CNM=(ACB (2)

Alors les points A,M et N sont alignés

Probleme (AMO 2020)

Soit ABC un triangle non rectangle et H le pied de sa hauteur issue de A.
Les points I, J et K désignent les milieux respectifs des segments [AB], [AC] et [1J].

Montrer que le cercle C1 passant par K et tangent a la droite (AB) en | et le cercle C, passant par
K et tangent a la droite (AC) en J se recoupent en un point K’ et que H, K et K’ sont alignés.



Solution

(KK"'J =(KJA ((JC) est tangente au cercle KK"'J) (i)
(KJA=(BCA ((1))//(BC)) (i)
(BCA=JHC (JH=JC=JA) ({iii)

De (i) et (ii) et (iii) ona:
(KK'J =(KJA =(BCA =(JHC

(JHC =(1JH (alternes internes) et par suite
(KK"'J =(IJH

Avec le méme raisonnement, on a (KK'l = (JIH

En appliquant le lemme sur le triangle HIJ on trouve
que les points H,K et K' sont aligné.

Probleme

Soit ABC un triangle et H son orthocentre.

ABAC ABBC BCAC_ABAC ABBC BCAC ( AL.BC )
Montrer que + + > + + >9

AH BH CH AH BH CH AB+BC+AC
L est le pied de la hauteur issue de A a ABC

Solution

AB = 2RsinC: AC = 2R sin B; AH = 2R cos A

AB.AC _9R sinBsinC

AH COS A

AB.AC ABBC BC.AC sinBsinC sinCsinA  sinAsinB
= + + =2R + + 1)

AH BH CH COSA cosB cosC
sinBsinC sinCsin A sinAsinB COsA cosB cosC
+ + - - +— - +— - >9
COSA cosB cosC sinBsinC  sin anA sin AsinB

sinBsinC sinCsin A sinAsinB
= + +
COSA cosB cosC

9
jZE (2)

AB.AC ABBC BC.AC
+ + >
BH CH

De (1) et (2) on déduit que 9R




Mais R > 2r etr:§:ﬂ
p AB+BC+AC

AB.AC N AB.BC N BC.AC 518 AL.BC
AH BH CH  (AB+BC+AC

Probleme
Soit ABC un triangle et M € (AB); N € (BC),P € (AC)

1 1 1_12
Prouverque —+—+—2=—
S S, § S

S, =aire(AMP); S, =aire(BMN); S, = aire(CNP); S = aire(ABC)

Solution
AM BN CP S, AM AP X
Onpose —=X;——=Y;— =2 ,ontrouve que — = . =
BM NC Pa S AB AC (x+1(z+1)
Par analogie : -2 = _y et Sy -z
S (xX+1(y+) S (z+D)(y+))
X y L2 A 4J_ 4J_

S.5.5_
S, S, S, (x+1)(z+1) (x+1)(y+l) (z+1)(y+1) X

A A o f T

Probléeme

Soit un triangle acutangle ABC.

Les hauteurs AA";BB';CC"' recoupent le cercle déterminé par A',B',C' en A",B",C"

AA" BB" cc"
Montrer que + =
AA' BB' cc
Solution
n n. 1 R2
':'2' = AAAAA;A et AA".AA'=p(A) = AQ? 7 avec Q2 milieu de [OH] ; O est le centre du

cercle circonscrit a ABC ;



2(AO? + AH?)—OH? _ 2(R%+4R? —a%)—9R? +(a’ +b? +¢?)

AQ? =
4 4
L AQ? - R?+b’+c’—a’
4
VYV i
' 4
" b*>+c*—a®  2bccosA

AA':ha=2RsinBsinC:>AA e BT e el e e
AA' 16R“sin“B.sin“C 16R“sin“B.sin“C

LAAT 4R*cosAssinB.sinC  cosA
AA'  16R?sin’B.sin’C 2sinBsinC

Z—:_Z CosA

sinBsinC

COSA N ,
On sait que zﬁ =2 d’ou le résultat
SIN BSIN



